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Lisung xweier Arten von (Gleichungen.

Von Wenzel simerka,

Gymuasiallehrer zu Budweis.

I. Bestimmte Gleichungen des ersten Grades mit » Unbekannten gelost
mittelst der Permutationslehre.

Die 2 Gleichungen, die bei dieser Aufgabe vorkommen, kann
man durch nachstehendes Sehema darstellen:
Ata, + Aa, + A+ ... A x, =
A?ixl"‘l_Agd:g_i_A;w:;—l_-.'.Aiwn y._
Lo, + La, + Mg+ ... 4w,

l
@

I
]

“
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Az + L+ Ay + ... Az, = G,.

Hierbei sind @,, @, a3, . . . . @, die a Unbekannten,
G,, G,, G; .... G, die bekannten Gleichungsglieder, und 45 be-
deutet im Allgemeinen den ' Coéfficienten in der «**" Gleichung.
Kommen in einer Gleichung nicht alle Unbekannten vor, so sind die
Coéfficienten der fehlenden = 0 za nehmen.

Bei diesen Untersuchungen wird man es mit Producten aus je
n Coéfficienten der obigen Gleichungen zu thun haben. Jedes solcher
Producte enthilt je einen Coéfficienten aus jeder Zeile und zugleich
auch einen aus jeder Columne des obigen Schema als Factor, so
dass, wenn es durch A% A% A7 ... A% dargestellt wird, sowohl die
Zeiger «, B, v, ... p als auch @, b, ¢, . .. m alle natiirlichen Zahlen
von 1 bis » sind. Man kann demnach die Factoren dieses Productes
derart versetzen, dass es die Gestalt AX A; A2 ... Aj erlangt,
welehe Grosse, wenn es die Deutlichkeit znlisst, mit A, 4, 4. . . . 4,,.
oder noch kiirzer mit «, b,¢. . .. m bezeichnet werden kanu.

RO
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Unter den Permutatiousformen, welehe A, 4,4, . . . A4, oder
kurz 123 . . . n gibt, ist es nebstdem noch nothig positive
und negative zu unterseheiden. Als Grundsatz dient hier, dass
zwel Permutationen mit ungleichen Vorzeiehen zu nehmen siud,
wenn sie alle Stellen ausser zwei gleieh hesetzt haben. So sind
bacde und becade entgegengeselzt, weil die Elemente bdde ihre
fritheren Stellen bebalten, «c¢ sie aber indern. Hieraus folgt,
dass durch die Verschiebung dreier Elemente, d. h. durch Ver-
setzungen wie etwa 123, 231, 312, das Vorzeichen nieht
geindert wird, indem so eine Versehiebung fir zwei einfache
Versetzungen gilt. Ebenso sieht man, dass es im Ganzen eben so
viele negative als positive Permutationen gibt, da durch die Ver-
setzung der letzten zwei Elemente jede Form il Zeichen dndert.

Aueh erhellet es aus dem mathematischen Schreibegebrauche,
dass die Form A, 4, 4; ... A, positiv zu uehmen ist, indem man
keinen Grund fiir das Gegentheil hat.

Nach diesen Bemerkungen kommen bei

n : 1%, — Dl
n = 3: 128y, 231, 312, = 182, — 208, =— 32,
n = 4: 1234 1342. 1423. 2143. 2314, 2431,
3124, 3241, 3412, 4132, 4213, 4321,
— 1243. — 1324, — 1432, — 2134. — 2341, — 2413,
— 3142, — 3214, — 3421, — 4123, — 4231. — 4312

u. s. w. als wohlgeordnete Permutationsformen vor.
Die Summe aller so entstandenen Permutationsformen der
Grossen A, 4, ...

man, wie Ahnliches bei den Combinationen und Variationen zu
gesehehen pflegt, mit

B (Ays do. 45 ... 4,)

bezeichnen, und wird anstatt eines dieser Elemente, z. B. anstatl

A, mit Beriicksichtigung ithrer Yorzeichen kann

A, stets G gesetzt, welches dann seinen Zeiger in jeder Form von
der Stelle erhiillt, die 4, einnimmt, so kann das Resultat fiiglich
durch
P (dys 4o ... 4. .. 4,)
)
dargestellt werden. So hat man z. B.
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SB (Ax, As, As) b Al Gs A:v + Gl As Ax + A:s AI Gs
(%) SN e AR A — AsGaadi

oder vollstindig

S'B (Ais Az; Aa) =S 141l Gz Ag + Gi AZ A? + Aé Af G:;
(©) — A} 4 Gy — G 4] 4] — A} G, 4],

Wird nun hierauf N = P (4, 4. ... 4,)
L =P, 4, ... A), L. =P (4, 4, 4, ... A)
(%) 6)

und iberhaupt
Z. =P (4, 4, ... A, ... 4,)

gesetzt, so ergibt sich

Z T Z,
Ty = 7 s Wy = N s e .. X, = 7.
Beweis.

Hier ist nur nothig zu zeigen, dass die obigen Gleichungen fiir
die angefithrten Werthe der Unbekannten bestehen, indem bei
bestimmien Gleichungen des ersten Grades jede Unbekannte nur
einen Werth hat. Riicksichtlich der ersten Gleichung soll daher dar-
gethan werden, dass Al Z, 4- AV Z, + ASZ; + . . . AL Z, = G, N sei.

Summirt man zu diesem Zwecke

A}Z’ +AéZZ +A;Z3 + GRONO 'AllerI
nach den Grissen &, G, G; ... G,, so ergibt sich NV als Coéf-
ficient von @, die Coéfficienten von G,, G, ... &, sind aber

siammtlich Null.
In ersterer Beziehung ist nimlich &G, in

Z1 = 'sB (-A19 Az, LRI An)
%)

blos aus der Ersetzung von A; entstanden, wobei die iibrigen Ele-
mente beliebig versetzt werden kinnen; daher liefert das Product
Ai Z, die Grosse Ay P (4y, 4. ... 4,) als Coéflicienten von G,.
Ebenso kommt G, in

Z, = QB (A1’ Aa’ As; L0 An)
()
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aus der Ersetzuug von A} zum Vorschein. so dass man im Producte
AV Z, die Zahl AL B (4,, 4;, ... A4,) als Factor von G, erhilt.
Auf dieselbe Art liefert A} Z; den partiellen Coéfficienten

AP (4 A2 4, ... A) nosow
Dem zufolge ist die fragliche Grisse

= A: S-B (Az- 4, ... -An) + A; \'B (Aia As- . An)

4+ 4B Ay A, 4y . A4)
was offenbar P (4,, 45, 4; ... A,) = N gibt.
Riicksichtlich der Coéfficienten von G,. Gy, ... entspricht

jeder Permutationsform von der Gestalt A% A3 . .. A'£ o An, wo
¢ alle Werthe ausser 1 erhalten kanu, die Form

— Ay Ay ... AV LA
Aus der ersteren dieser Formen erhilt man zu A} Z, das Glied
Ay AL 45 ... Gy ... A5, wo die zweite bei A Z,, das Produet
— AL A A ... Gy A
liefert. Da sich diese Griossen heben, so ist der Coéflicient von

G, stets Null.
Die oben angefiilirten Werthe geniigen daher der ersten Glei-
chung; sie geniigen aber auch der zweiten, d. 1.

Law, L ALw, + Ly + ... L2, =06
indem sich hier dieselben Schlisse wiederholen lassen, da letztere
Bedingungsgleichung aus der ersteren entsteht, wenn simmtliche
Zeiger um 1 erhoht werden, und man 47, @, ., fir A @y ansieht.

Ebenso erhellet auch die Richtigkeit der dritten und aller
iibrigen Gleichungen des obigen Schema.

)

Besondere Fille.

Fir n = 2 erhiilt man
N = Al 4} VA Ly =G A —AG,. 7, = A} G, — G, 4

und wird

A
4

@, A=, G = @
i, A6 = Gy = @@

I

gesetzt. so ist



N 0 A )
Lasung zweier Arlen von Gleichungen. 26 l

el -—¢'bh ac'-——de

£ e — 2 —
ab' — d'b ab —db

Bei # = 3 kann man dem Nenner [V auch die Gestalt
VAL A - A A5 A+ AT AL A4
— AL A5 A — A3 AL AL — A} AL AT
geben., und danu Eisst sich die Bilduug von N, Z,, Z,. Z; als dic
Summe von weehselnden Querproducten in den vier Paradigmen
N Z, Z Z
A} A% A5 G, AL A} A} G, Aj Ay A} G,
A7 A3 A3 G, A2 43 A} G, A3 47 4% G,

A A% 43 G, 4; A3 1 Gy A3 A3 43 Gy
Ar 43 43 Gy A} A} 1 Gy A At 4} Gy
A A3 43 G, A3 43 A3 G, 43 A 45 Gy
versinnlichen.
Was » = 4 anbelangt, kann man sich die 24 Producte vou je

4 Factoren, aus denen NN besteht, unter der Figur

A LA (AL AL AL [ AL AL AL

S&ﬁﬁ? A3 A3 A4 A LA

Al AL A A P — £ A A A P A AL A A

Zﬁﬁﬂg Ab AL A} AL AL AL
A A3 A, A3 LA A LA

CAL AL AL
A A2 A2
— A LA
AL AL AL
A A A

N —

leichterer Berechnung halber darstelien; wobei die eingeklammerten
Grossen Je sechs wechselude Querproducie geben. Um hieraus den
Zahler Z, zu erhalten, ist statt A', A%, A4, A* beziehungsweise
G,, G,, G;, G: 71 setzen.

Anmerkung. Den ersten Gedanken zu dieser immerhin
schonen Anwendung der Permutationslehre gaben mir meine Unter-
suchungen iiber die triniren Zahlformen.
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Il. Unbestimmte Gleichungen des ersten Grades mit zwei Unhekannten
gelost mittelst der Congruenzlehre.

Der Gleichung na = my - », wobei m » prim zu einander
sind, wird Geniige geleistet hei @ =mt 4 ¢, y=nt 4 ¢, wo
¢ eine beliebige ganze Zahl vorstellt, ¢ und ¢ aber unter dessen
unbestimmt sind. Werden diese Werthe in die gegebene Gleichung
substituirt, so liefern sie ny = m¢ + 7.

Wiire hier ¢ = mk 4 ¢, so kann das Product mk in Folge
des Werthes von @ zu m¢ hezogen werden; daher braucht man nar
einen einzigen Werth von ». . i. etwa jenen, der ohne Riicksicht
auf das Vorzeichen = 1 ist, zn kennen, man findet dann

<~

ne—r
g ="

m
Um nun ¢ zn erhalten . hetrachte man die zwei Congruenzen
my =0, ng =r (Mod. m);:

die erste ist an sich klar, die zweite entsteht aus obiger Gleichung.

und es kann darin, wenn dies noch nicht der Fall wire, » und

r = :m gemacht werden; auch ist es erlaubt die Vorzeichen bei

n und 7 zu verindern, um etwa ein negatives n positiv zu machen.
. i ., m

Ist nun 2 << . so suche man die grisste in — enthaltene ganze
n

Zahl auf; ist sie ¢, so erhilt man m = du 4 ', wo & < 7u

sein wird. Dann gibt die zweite Congruenz dn g = dr; wird dies

von der ersten abgezogen (m— dn) o = — d», oder 2'¢ = — dr.

und wenn ' = — dr (Mod. m) den kleinsten Rest von — d»

. . . . on

edeutet, 2'¢ = »'. Heisst ferner ' die grosste in — vorkommende
bedeutet, »'¢ = »'. Heisst ferner ¢ -
n

ganze Zahl, so kann ahermals n = #/d' + n", wo n" < i,
gesetzt werden, und man erhilt aus der zweiten und letzten
Congruenz

7"

(n —wd)¢ =r—d» oder W'¢ =r".

Verfihrt man auf diese Weise fort, so muss man, weil von den
Grossen m, n, 0/, 0", . .. jede nachlolgende kleiner ist als die halbe
vorhergehemwle, schliesslich I zum Coéflicienten von ¢ erhallen, wo
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ans der Congruenz ¢ = p = tm (Mod. m) p als der gesuchte
Werth vou ¢ hervorgeht, wodureh sich auch ¢ ergibt.
Man hitte z. B. 94814 = 5263y -+ 29 zu losen. Hier ist

m = 5263 und die erste Congruenz

5263 ¢ = 0: da ferner 9451 — 2m = — 1075 ist, daher
— 1075 ¢ = 29, so erhilt man die 2. Cong.
1075 ¢ = — 29. Hierist d = 5, also — 112 ¢ = 145 odex
129 = — 145; damn &' = 10, mnd — 45 ¢ = 1421, d. 1.
45 ¢ = — 1421; ferner d' = 2 gibt 22 ¢ = 2697 = — 2566

22 9 = — 2566: wodann 4 = 2, ¢ = 3711 oder
o = — 1552 also ¢ = — 2787 hervorgeht. so dass

o= 5263 ¢ — 1552 und y = 9451 ¢ — 2787

die vollstindigen Werthe der Unbekannten sind.

Wer sich mit diophantischen Gleichungen befasst, wird die
Arbeitersparniss, welche dicse Methode im Vergleiche gegen die
Euler’sche und gegen die Losung mittelst der Kettenbriiche gewihrt,
bald einsehen. Uberdies kann man hier zwei oft vorkommende
Umstinde mit Vortheil beniitzen, und zwar:

a) Haben in Congruenzen von der Gestalt ' ¢ = »'(Mod. m)
die Grosen 2/, 7' oft einen gemeinschaftlichen Theiler, wodurch sie,
vorausgesetzt dass m, n prim zu einander sind, gekiirzt werden
konnen. Noch ofters geschieht es, dass 2’ zu Faetoren Potenzen von
2, 3 oder 5 hat; wiirde ' diese Factoren nicht besitzen, so kann
es, wm sie zu erhalten, um m oder 2m vermehrt oder vermindert
werden.

So gibt z. B. die Gleichung 21602 = 937y — 53 bei

m = 937, 2160 o = — 53 = — 990; dies durch 90 gekiirzt,
2o = — 11 = — 948, was abermals durch 12 gekiirat
29 =—"T9 = 858 oder ¢ = 429 und ¢ = 989 liefert.

b) Haufig, besonders bei dem eben angefiihrten Verfahren,
geschieht es, dass das 2’ der schliesslich resultirenden Congruenz
n'¢ = 1" (Mod. m) gegen den Coéfficienten » der zunichst vorher-
gehenden Congruenz n¢ = r bedeutend klein ausfillt, dadurch
wiirde ' gross und die Zwischenrechnung beschwerlich werden.
Man kann jedoch die Congruenz »' ¢ = 2’ (Mod. m) in die Gleichung
'@ =me' -+ ¢, und diese wieder in die Congruenz m¢’ 4 ' =0
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(Mod. #') oder my’ = — ¢’ verwuandeln, woraus sich ¢ sowit auch
’ . rY . .

¢ = e ,—}-— - leicht berechnen lisst. So kommt man z. B. bei der
"

Verrechnung von 6336 0= 9419y 4 1 aach «) zu 11 ¢ =-—3712

(Mod. 9419), was in 3¢' = 5= — 6 (Mod. 11) ithergeht, so dass

man @' = — 2. ¢ = — 2050 und ¢ = — 1379 erhilt.

Yortrige

Berichtigung iiber die Ala parva Ingrassiue.
Von dem w. M. Regierungsrath l]yril.

Fast in allen Beschreibungen des Keilbeins wird eine Ala parva
Ingrassiae angefiihrt. Einige Autoren gebrauchen den Ausdruck im
Plural, und bezeichnen mit diesem Namen kleine Knochenpliittehen,
welche dftevs auf der Spina angularis des Keilbeins aufsitzen sollen.
So z.B. Arnold?t). Blumenhach?) sagt ausdriicklich, dass die
Alae parvae Ingrassiae an der hinteren Seite der Spina sphenoi-
dalis s. angularis anliegen, und citirt fiie die Berechtigung dieser
Alae, pag. 75 des Commentars von Ingrassias. Andere gehranchen
das Wort iin Singular, und verstehen unter ihm einen einfachen Fort-
satz des Keilbeinstachels 3).

Henle *) nennt Ale parva Ingrassiae die gesammte Spina
angularis des Keilbeins, wenn sie ihre gewihuliche, durch den Namen
Spina ausgedriickte Gestalt, in eine breite, seharfkantige Grite nm-
wandelt, welche einem schialen, abwirts gerichteten Fiigel &hn-
lich wird. Sommerring kennt die Ingrassischen Fligel gar nicht.
Ebenso Meckel,

J. Plhil. Tngrassias (nicht Ingrassia, wie er bei Burggraeve ?)
heisst), zu Rachalbuto in Sicilien im Jahre 1510 geboren, wurde

1) Handbuch der Analomie des Menschen. {. Bd. p. 390.

2) Geschichle und Beschreibung der Knocheu, p. 160,

3) SoJ. Weber, Handbuch der Anatomie des menschlichen Kaérpers. 1. Bd. p. 105.
4) Handbuch der systematischen Anatomie. 1. Bd. p. 107.

5) Précis de I'histoive de Fanatomie. Gand, 1840, pag. 233.



